Résolution pseudospectrale d’une équation différentielle E. Millour

1 Probléme différentiel considéré

Résolution de probleme avec conditions aux limites du type:

az(7)y"(z) + ar(2)y'(x) + ao(v)y(z) = S(x) ,
o B Z
L = aﬂx)%—l—al(x)a—ax—i—ao(x) ’

Et jeux de conditions aux limites Dirichlet, Neumann ou Mixtes:

Dirichlet:  y(za) =Ya et y(zp) = Y5
Neumann: '(x4) =Y} et y'(zp) =Y}
Mixtes: Cay(za) + Qay'(xa) = Ka et Cpy(zp)+ Qpy(xp) = Kp

2 Procédure de résolution pseudospectrale (Tchebychev) sur
les points de collocation de Gauss-Lobatto

On utilise N + 1 points de collocation de Gauss-Lobatto, associés aux polynomes de Tchebychev. Ces
points de collocation sont, sur l'intervalle [—1; 1], répartis comme suit:

T
= — — ,=0,...,N
T COS(N) pour 1

NB: Pour une équation différentielle sur I'intervalle [x4; x|, on se ramene, par changement de variable,
a [—1;1]. Dans ce qui suit, on travaille donc sur [—1; 1].

2.1 Discrétisation du probleme

Le systeme liant les valeurs nodales y; = f(x;) s’écrit sous la forme matricielle L.y = S, ou les éléments
du vecteur S sont S; = S(x;) et les éléments de la matrice L sont:

Lij = as(w;) DS + a1 () DY) + ao(;)dy;

oit D@ et D sont les matrices de dérivation seconde et premiere (dans I’espace physique) associées
aux points de collocation.
Rappel: Les éléments de D) sont:

—(2N? +1
% pour i = j =0
—Z . .
m pOUI'Z:]:]_,...,N—l
ON? 41 o
P _ B pouri =7 =N
ij
TRY/ .
(—1)’+3%m pour i # j, avec
j i j
2 pour k=0
gp=14 1 pourk=1,...,N—1
2 pour k=N

et D@ = pM pA)
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2.2 Injection des conditions aux limites
2.2.1 Cas général; conditions aux limites mixtes

On dispose de relations entre valeurs et dérivées nodale aux frontieres:

Cayo +Qayy = Ka et Cpyny + Qpyy = Kb
(ot Cu, Qa, Ka, Cp ,Qp et Kp sont des constantes connues).

Remarque: Les cas des conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann sont, de ce point de vue,
simplement des cas particulier:

Dirichlet: CA = CB = 1, QA = QB = 0, KA = YA et KB = YB,

Neumann: Cy =Cp=0,Q4s=Qp =1, Ky=Y} et Ky =Y.

En exprimant les quantités y{ et yy en fonction des y; (premiere et derniere lignes de la relation

DW .y =1/), on a:
{ DOJ Y = y6

/

:DNJJ = YN

que 'on injecte dans les relations aux frontieres:

Cayo + Qa XY Dy, = Ka
Cpyn + @B Z;-V:o D](\};yj = Kp

Systeme que 'on réarange sous la forme:

(CA + QAD(%)) Yo + QuDSNyny = Kia—Qu > Do] Yj
QsD\oyo+ (Co+QsDYN) uv = Kp— Qs X5 DYy,

Qui peut étre vu comme un systeme de 2 équations a 2 inconnues (o et yy) qui a pour solutions:

{ yo = Ao+ Z Ajy]

yn = Zo+ ZN ; Ziy
avec, pour j =1,...,N — 1,
det = (CA +QaDy ) (CB + QBDJ(vlgv) — QaDgy QuDiy
A = & [Ka (CB +QsDYN) — KnQa Diy]
A = é _QADON QBDNj —Qa (CB + QBD](\BV) Déﬂ
Zy = & :KB (C’A + QAD(%)) — KaQsp Dz(\%]
7 = 2[0sD8 QDY — Qs (Ca+QaDY) DY)
On peut alors remanier les N — 1 lignes intérieures de L.y = S

Zé’v:oLijyj = S5 pourz=1,...,N —1

& Lio yo + Z] L Lijyi+ Linyn = S
< Lo Ao + Lio Z 1A]y]
"—ZN 1L2]yJ+L2NZ0+L2N ZN 1Z = SZ
A Z;V 11 (Lij + Lio Aj + LzN Z; )yg = S — LinAo — Lin Zy

On a ainsi construit le systeme réduit (c.-a-d.: ne portant que sur les N —1 valeurs nodales intérieures)
Lred yint = Sred - dont les éléments sont (pouriet j =1,...,N —1):

szed — Lij + LiO Aj + LiN Zj

Siet = 8i— Lio Ao — Lix Zo
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Une fois ce systeme linéaire résolu, la connaissance des valeurs nodales intérieures permet de calculer
celles aux frontieres en appliquant les relations:

yo = Aot XAy
yv = Zo+ 5" Zjy;

2.3 Récapitulatif des étapes de la procédure

1. Construction des points de collocation z; de Gauss-Lobatto et matrices de dérivations DM et
D® . Utilisation de ceux-ci pour construire I'opérateur L.

2. Construction, a l'aide des conditions aux limites, des coefficients Ay et Z, (k =0,...,N — 1),
puis du systéme réduit (opérateur réduit L™ et terme source réduit Sm°%).

3. Résolution du systeme linéaire réduit pour déterminer les valeurs nodales intérieures y; (i =
1,...,N—1).

4. Utilisation des valeurs nodales intérieures y; (et des coefficients Ay et Zi) pour reconstruire les
valeurs aux frontieres yq et yn-.

Remarque: Dans le cas particulier de conditions aux limites de type Dirichlet, la derniere étape (la
reconstruction des valeurs aux frontieres) est évidemment inutile. La procédure de construction du
systeme réduit se trouve également simplifiée puisque les coefficients A; et Z;, pourt=1,..., N — 1,
sont nuls et que Ag = K4 et Zy = Kp.
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