Matrices de dérivation

E. Millour

1 Basés sur les polynomes de Lagrange

1.1 Généralités - Rappels

Le polynéme d’interpolation de Lagrange sur (n + 1) points {x;,y; = f(x;)}, i =0,...,n est donné par:

Pu(x) =Y yL;(x) ,avec Lix) =[] —
=0

Ti—T
k=0 "7 k
k#j

Dont la dérivée premiere est:

Et la dérivée seconde:

etc...

En exprimant les valeurs des coefficients aux points de collocation (c.-a-d. lorsque z = x;), on obtient les matrices de

)

dérivation associées aux stencils de (n + 1) points. Le vecteur des dérivées d™¢ 7 aux z; est donné par Dﬁfl .4/, oll
DY est la matrice de d°™¢ dérivation associée au stencil de (n+ 1) points.
1.2 Expressions des matrices de dérivation
Pour n = 1:
1 1
Dgl) — i) I X1 X1 I i)
o — T1 1 — X9
Pour n = 2:
§ 1 1 o — T o — 1 7
o — X1 o — T2 (1‘1 — CL‘Q)(CEl — .1‘2) (1‘2 — CL‘Q)(CEQ — .1‘1)
(1) Xr1 — T2 1 1 r1 — X0
D5’ =
($0*$1)($0*$2) Z1 — 2o 1 — T2 ($2*$0)($2*$1)
To — T1 T2 — o
L ($0*$1)($0*$2) ($1*$0)($1*$2) T2 — o T2 — 21 |
2 2 2 T
(300 - 551)2(360 - 302) (361 - 550)2(5131 - 362) (362 - 560)2(5132 - 301)
D@ _
2 (300 - 551)2(360 - 302) (361 - 550)2(5131 - 362) (362 - 560)2(5132 - 301)
($0 - z1)(330 - 332) ($1 - $0)($1 - 332) ($2 - z0)($2 - 331) i
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Pour n = 3:

1 1 1

(zo — @2) (w0 — @3)

(zo — @1) (w0 — 23)

(zo — 1) (0 — T2)

- +

o — T1 o — T2 o — T3
(z1 — @2) (21 — 23)

(z1 — z0)(T1 — T2)(T1 — T3)

1 1
_|_

1

(z2 — o) (22 — 1)(T2 — T3)

(z1 — z0) (1 — 73)

(23 — o) (23 — 1) (23 — 2)

(z1 — @0)(z1 — T2)

(zo — 1) (w0 — T2)(0 — T3)

(1)
D =
3 (562 —131)(1‘2 —Is)

1 — Zo Tr1 — T2
(1‘2 - l‘o)(b - xs)

L1 — I3

(z2 — x0) (72 — 1)(22 — 73)

1

1

1

(z3 — x0) (73 — 1)(23 — 72)

(z2 — w0)(z2 — 71)

(zo — 1) (w0 — 22)(0 — T3)
(x3 — 1) (73 — T2)

(z1 —x0) (71 — 22)(21 — 73)

(z3 — w0) (73 — T2)

T2 — X0

To—T1 T2 — T3
(z3 — x0)(23 — 71)

(z3 — x0) (73 — 1)(23 — 72)

1

1

L (.TQ — ml)(Io — xg)(l‘o — Ig)

[ 2[(w0 — 1) + (z0 — 2) + (T0 — 73)]

(z1 — z0)(T1 — T2)(T1 — T3)

2[(wo — @2) + (w0 — 73)]

(zo — 1) (w0 — 22)(T0 — 3)
2[(v1 — @2) + (71 — 73)]

(z1 = @0) (w1 — 22)(21 — 3)
2[(z1 — z0) + (71 — 72) + (21 — 73)]

(zo — 1) (w0 — 22)(T0 — 3)
2[(w2 — 21) + (72 — x3)]

(z1 — @o) (w1 — x2)(21 — 3)

2[(w2 — x0) + (72 — x3)]

(xo — x1)(wo — @2) (w0 — x3)
2[(w3 — 1) + (w3 — x2)]

(z1 — @o) (w1 — x2)(21 — 3)

2[(w3 — x0) + (w3 — x2)]

(zo — @1) (20 — @2) (20 — 23) (z1 — @o) (21 — @2) (21 — 23)

Pour n =4

(z2 — 0)(z2 — 1)(T2 — T3)

2[(xo — @1) + (w0 — 73)]

(z2 — w0) (w2 — 21)(22 — 3)

2[(z1 — 20) + (21 — 3)]

(z2 — w0) (w2 — 21)(22 — 3)

I3 — o

2[(z2 — wo) + (22 — 71) — (22 — 73)]

(z2 — @0) (w2 — 21)(22 — 3)

2[(w3 — x0) + (w3 — 21)]

(z2 — z0)(22 — 71)(T2 — T3)

T3 — X1 r3 — Ty |

2[(xo — @1) + (w0 — 72)]
(z3 — w0) (w3 — 1)(23 — 72)
2[(71 — w0) + (71 — 72)]

(z3 — w0) (w3 — 1)(23 — 72)
2[(w2 — x0) + (72 — 21)]
(z3 — wo) (w3 — 1)(23 — 72)
2[(z3 — wo) + (v3 — x1) + (3 — 72)]

(x3 — x0)(z3 — 21)(23 — 22)

1 1 1 1 (zo — x2)(xo — z3)(T0 — 4) (o — z1)(xo — 23) (0 — T4)
To — T1 + o — T2 + o — I3 + To — T4 (131 — .Z‘Q)(Il — .Z‘Q)(Il — xg)(l‘l — I4) (JCQ — xo)(l‘g — zl)(xg — mg)(IQ — I4)
(1 — x2) (21 — 3) (21 — 24) 1 1 (1 — o) (z1 — 23) (21 — 24)
(1‘0 — 1‘1)(1‘0 — .7:2)(1‘0 — .7:3)(1‘0 — 1‘4) r1 — o r1 — T2 Tr1 — T3 1 — T4 (1‘2 — .7:0)(1‘2 — 1‘1)(1‘2 — 1‘3)(1‘2 — .7:4)
D£(11) _ (2 — 1) (22 — 3) (T2 — 4) (2 — x0)(x2 — 23) (T2 — 4) 1 n 1 n 1
(1‘0 — 1‘1)(1‘0 — .7:2)(1‘0 — .7:3)(1‘0 — 1‘4) (1‘1 — 1‘0)(1‘1 — 1‘2)(1‘1 — .7:3)(1‘1 — .7:4) T2 — X0 o — X1 o — I3 Lo — T4

€3 —1‘1) T3 — T2 (1‘3 — T4

3 —mo) xr3 — T2 (1‘3 — T4

(23 — o) (x3 — 1) (23 — 24)

(zo — 1) (w0 — 22)(0 — 73)(T0 — T4)
x4 — x1)(x4 — x2) (T4 — T3

(x1 = 20) (71 — 2)(21 — w3)(T1 — T4)
x4 —xo) (x4 — x2) (T4 — X3

(z2 — w0) (22 — 1) (22 — 3) (22 — T4)
x4 —x0) (x4 — 1) (24 — T3

(zo — 1) (w0 — 22)(T0 — 73)(T0 — T4)

(mo - 1’1)(% - xz)(mo - $4)

(x1 = x0) (71 — 22) (21 — T3)(T1 — T4)

(zo — 1) (0 — @2) (20 — 73)

(x5 — 510)—(?0)_( 511)_(?2—( ;clg)_(mxzz— Ty)

(x4 — ;clo)_(r?o)— ggsll )_(9;42 —( flz)_(f?g— r3)

(23 —;320)_(9;30 —(521)_(?1)—;022)_(?4— Ty)

(24 _zio)—(?o_(f;)—(?l)_f;)—(%_ r3)

(z3 — @0) (w3 — x1)(v3 — 72) (T3 — T4)

(x4 — x0) (w4 — 21)(24 — T2) (T4 — T3)

1 4 1 + 1 (1‘3 — .7:0)(1‘3 — 1‘1)(1‘3 — .7:4)
r3 — Io r3 — I1 Ir3 — T2 T3 — T4 (1‘4 —.Z‘o)(l‘4 —1‘1)(1‘4 —1‘2)(1‘4 —.7:3)
(1‘4 —1‘0)(1‘4 —.1‘1)(1‘4 —.7:2) 1
(x5 — xo) (23 — 1) (23 — T2) (T3 — T4) Ty —TQ Tga—T1 Tga— Ty Tg—T3 |

(z2 — x0) (22 — 1) (22 — 23) (T2 — T4)
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+ + + +
o — 1 | XTo — X2 o — T3 To — T4 o — T2

2[(z1 — z2)[(m1 — x3) + (z1 — z4)| + (1 — 23) (21 — T4)]
(xo — z1)(z0 — 2)(T0 — 73)(T0 — T4)

2 1 1 1 2L1 1 2
)

o — I3 o — T4 (.1‘0 — .1‘3)(1‘0 — .1‘4)

D@ 2[(z2 — 1)[(w2 — 23) + (22 — )] + (72 — 73) (72 — 74)]
4 o — 1) (20 — 22) (20 — 23) (20 — T4
2 (23 o33l a1 o e — ) = )]
(xo — x1) (20 — x2) (w0 — x3) (20 — X4)
2 [(w4 — 21) (w1 — 22) + (@1 — 23)] + (21 — 23) (24 — 23)
(zo — 1) (w0 — 22) (w0 — 3)(T0 — 74)
2 [(xo — @2)[(wo — w3) + (w0 — @4)] + (w0 — 3)(x0 — @4)]
(£E1 - 330)($1 - $2)(331 - $3)($1 - 334)
2 1 1 1 2 1 1 2
+ + + +
1 —To [T1 — T2 1 — T3 T1 — T4 T1 — T2 Lml — I3 Tl — T4 (361 - 363)(551 - 364)
2 [(x2 — wo)[(w2 — w3) + (w2 — @4)] + (w2 — w3)(x2 — @4)]
(21 — @o) (w1 — 22) (21 — w3) (21 — 74)
2 [(ws — w0)[(ws — ©2) + (w3 — 24)] + (23 — @) (w5 — w4)]
(21 — @o) (w1 — 22) (21 — 3) (21 — 74)
2 [(w4 — w0){(w4 — w2) + (@1 — w5)] + (24 — 23) (24 — 33)
(21 — @o) (w1 — @2) (21 — 3) (21 — 74)
2 [(xo — @1)[(wo — w3) + (w0 — @4)] + (w0 — @3) (w0 — @4)]
(z2 — w0) (w2 — 1) (22 — 23) (T2 — 74)
2 [(2 — w0) (w1 — @3) + (@1 — 24)] + (21 — @) (1 — 24)]
(z2 — @0) (w2 — 1) (22 — 23) (22 — 74)
2 1 1 1 2 1 1 2
+ + + + +
To—Tg |Xo — X1 X2 — T3 To— T4 To — T ng — T3  To — T4 (2 — x3) (T2 — 24)
2 [(ws — @o)[(ws — @1) + (w3 — 4)] + (w3 — @1) (23 — 24)]
(z2 — x0)(z2 — 1)(T2 — 73)(T2 — T4)
2 (4 — o) (4 — 21) + (24— 23)] + (4 — 1) (4 — 33)]
(£E2 - 330)($2 - $1)($2 - $3)($2 - 334)
2 [(wo — 1) [(wo — @2) + (w0 — 4)] + (w0 — @2) (0 — 24)]
(x3 — x0)(x3 — x1) (x5 — 2) (T3 — 24)
2 [(2 — wo){(w1 — ©2) + (@1 — 24)] + (21 — @3) (&1 — 24)]
(x3 — xo)(x3 — x1) (x5 — x2) (T3 — 24)
2 [(w2 — w0){(w2 — &1) + (@2~ 24)] + (22 — 21) (w2 — 24)]
(z3 — w0) (3 — 1) (73 — 2) (T3 — 4)
2 1 1 1 2 1 1
+ + + +
T3 —To T3 —T1 T3 — Tz T3 — T4 T3 — T st—xg T3 — T4 (x3 — w2) (w3 — 24)
2[(za — xo)[(wa — 1) + (x4 — 22)] + (x4 — 1) (@4 — 2
(x3 — wo) (w3 — 1) (23 — w2) (23 — 74)
2[(wo — w1)[(wo — x2) + (w0 — x3)] + (X0 — T2)(T0 — 73)]
(x4 —x0) (4 — 21) (T4 — 22) (T4 — X3)
2[(v1 — CUO)[LL(JLH —0552) + (21 — 4303)] + (9514— 3023)(551 — 3]
(24 — w0) (24 — 21) (74 — T2)(T4 — T3)
2[(w2 — CUO)[LL(JM —0551) + (z2 — 4303)] + (9524— 3013)(552 — 3]
(£E4 - $0)($4 - $1)($4 - 332)($4 - 333)
r3 — X (1‘3 — .1‘1)(1‘3 — X4
(£E4 - $0)($4 - $1)($4 - 332)($4 - 333)
2 1 n 1 1 n 2 1 1 2
Ty —To |Ta— X1  Xa—To Ty — T3 Ty —T1 | Ty — X0 T4 — T3 (x4 — x2) (x4 — x3) |
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1.3 Expressions des matrices de dérivation sur des points

Lorsque z; = ih, 1 =0,...,n:
Pour n = 1:
Pour n = 2:
1
pWw — =
2 2h
Pour n = 3:
—11
o_ 1] -2
Dy~ = 6h 1
-2
Pour n = 4:
—25 48 36
1 -3 10
-1 6 —18
3 —16

36

2
11

-3

-1

—48 25

—_ =

S =N

-1

35
11
-1

11

équidistants

-2 1
-2 1
-2 1

-5 4 -1
-2 1 0
1 -2 1
4 -5 2

—-104 114 -56 11
—20 6 4 -1
16 =30 16 -1
4 6 -20 11
—-56 114 —-104 35
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